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1.4 Pola skalarne 1 wektorowe

1.4.1 Wstep

Rozdzial ten jest poswiecony funkcjom potozenia: skalarnym i wek-
torowym w przestrzeni euklidesowej E® (polom skalarnym i wektoro-
wym).

Zakladamy, ze funkcje polozenia skalarne i wektorowe sg jedno-
znacznymi, ciaglymi i rézniczkowalnymi odpowiednia iloéé¢ razy
funkcjami wspélrzednych, a tym samym wektora wodzacego
r = xi+yj+zk. Przedstawione w punktach 1.4.2-1.7.3 zwiazki miedzy
funkcjami skalarnymi i wektorowymi beda w postaci niezmienniczej
(niezaleznie od ukladu wspotrzednych), lub we wspélrzednych wek-
tora odniesionych do prawoskretnego, kartezjanskiego uktadu wspélt-
rzednych prostokatnych
(1.18)

Przedstawione zwiazki nie zaleza od wyboru uktadu wspoétrzednych
opisujacego polozenie w przestrzeni. Omdéwimy réwniez zwiazki wek-
torowe we wspotrzednych wektora mierzonych wzdtuz lub prostopa-
dle do odpowiednich linii wspdlrzednych krzywoliniowych (a zatem
w réznych punktach wzdtuz réznych kierunkéw).

1.4.2 Pola skalarne

Definicja 1.9. Polem skalarnym nazywamy funkcje

tzn. funkcje, ktora kazdemu punktowi (z,y, z) € D przyporzadkowuje
doktadnie jedna liczbe rzeczywista (skalar). Funkcje taka nazywamy
takze funkcja skalarna. Powierzchnie o réwnaniach

(19 ) = 8(00,5) = const =
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(p. [18], [19], [21]) nazywamy poziomicami, nazywamy réwniez po-
wierzchniami izoskalarnymi lub powierzchniami struktur potencjal-
nych. Powierzchnie izoskalarne pola skalarnego tworza (p. w. 1.19),
gdzie ¢ jest parametrem (jednoparametrowa rodzina). Umozliwiaja
one geometryczne przedstawienie pola skalarnego (patrz rys. 1.1)

a
bd=c+h
d=c
b=c-h

Rysunek 1.1. Pole skalarne

Uwaga 1.3. Pole skalarne jest matematycznym abstraktem takich
wielkosci fizycznych, ktére w punkcie obszaru D charakteryzuja sie
tylko liczba. Przyktadem pola fizycznego, ktére z punktu widzenia
matematyki jest polem skalarnym jest pole temperatury ciaia.

Uwaga 1.4. O polu skalarnym ®(r) = ®(z,y, z) méwimy, ze jest
ciagle, rozniczkowalne lub jest klasy C™ gdy funkcja F jest ciagta,
rézniczkowalna lub jest klasy C™. Pole klasy C° nazywamy polem
ciggltym, za$ klasy C'! nazywamy polem gtadkim.

1.4.3 Pola wektorowe

Definicja 1.10. Polem wektorowym (lub polem wektoréw) nazy-
wamy funkcje F, ktéra kazdemu punktowi zbioru D C R3 przypo-
rzadkowuje dokladnie jeden wektor. Linie pola (linie pradu) wekto-
rowego maja w kazdym punkcie (r) kierunek pola wektorowego F(r)
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i s okreélone réwnaniami rézniczkowymi

dr xF(r)=0
(1.20)
lub dr:dy:dz=F;: Fy: F,.
Interpretacja rownan (1.20) jest nastepujaca: réwnanie (1.20); wynika
z warunku (patrz [15], [18]) kolinearnosci wektora F(r) z wektorem
dr
dr = idx + jdy + kdz

w przypadku linii skierowanych zgdamy, by powyzsze stosunki miaty
w V punkcie warto$¢ dodatnia.

Roéwnanie (1.20), wskazuje, ze w tym przypadku dogodnie jest roz-
wiazywaé ukltad rownan

bowiem wtedy otrzymane linie sg skierowane zgodnie z parametrem u.

Pole wektorowe jest matematycznym atrybutem takich wielkosci fi-
zycznych, ktére w ¥V punkcie obszaru charakteryzuja sie liczba i skie-
rowaniem (tzn. kierunkiem i zwrotem).

Przykladem pola fizycznego, ktére z punktu liczenia matematycz-
nego jest polem wektorowym jest: pole elektrostatyczne E, pole ma-
gnetyczne H, pole wektorowe F = [Fy(z,y,2), Fy(z,y,2),
F.(z,y, z)] méwimy, ze jest ciagle, rézniczkowalne lub klasy C?, je-
zeli wszystkie jego wspolrzedne Fy(x,vy, 2), Fy(x,y, 2), F.(z,y,2) sa
funkcjami ciagltymi, rézniczkowalnymi lub sa klasy C™.

Pole klasy C° nazywamy polem cigglym za$ klasy C' polem
gladkim.

Pole wektorowe moze byé¢ przedstawione geometrycznie liniami
pola, przy czym wzgledna gestosé linii pola jest w kazdym punkcie
(r) proporcjonalna do wartosci bezwzglednej | F(r)| pola wektorowego
(rys. 1.2)
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b

SN/

Rysunek 1.2. Pole wektorowe

Definicja 1.11. Kierunkiem (skierowaniem) pola wektorowego
w punkcie nazywamy kierunek (skierowanie) wektora tego pola w tym
punkcie. Pole wektorowe w obszarze generuje pole kierunkéw (pole
skierowane) w tym obszarze.

Definicja 1.12. Linig pola wektorowego nazywamy krzywa, ktéra
w V swoim punkcie ma kierunek (skierowanie) tego pola w tym punk-
cie.

1.4.4 Wektorowy element drogi i dtugo$é tuku

Wektorowy element drogi (wektorowy element odlegtosci) dr wzdluz
krzywej C' opisany réwnaniem:

(1.21) r=r(t) lub z==z(), y=yt), z==z(¢)
w kazdym punkcie regularnym (r) = (z(t),y(t), 2(t)) okreslony jako

. ) _(.dx dy dz) _dr(t)
(1.22) dr =idx + jdy + kdz = (z i + 3 it + kdt dt = = dt.

dr jest w kazdym punkcie regularnym skierowany wzdtuz stycznej do
krzywej C' (patrz [14], [18]).
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Dlugosé tuku s (p. [16]) krzywej prostowalnej (1.21) jest dana wzo-

rem (tg < t):
¢
s = /ds= /ds,
to (o]

gdzie

ds = \/dx? + dy? + dz?
B dx)z (dy)2 (dz)2 _ ds
(1.23) = \/(% aF @ I F dt = %dt

— [dr dr

w kazdym punkcie regularnym (r) = (z(t), y(t), 2(t)) krzywej.

1.4.5 Calki krzywoliniowe

Dany jest tuk prostowalny C' opisany réwnaniem (1.21). Calki krzy-
woliniowe skalarne

(1.24)

moga by¢ okreslone bezposrednio jako granice sum w podobny sposéb
jak w [18], [21] jednak wygodniej jest podstawié funkcje z(t), y(t),
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z(t), dz/dt, dy/dt, dz/dt z réwnan (1.21) do wzoru (1.24) i catkowaé
po t.
Podobnie okredla si¢ catki krzywoliniowe wektorowe

(1.25)

oraz
(1.26)

Jezeli nie ma dodatkowych warunkéw na F(r) (p. [18], [21]), to war-
tos¢ catki krzywoliniowej skalarnej i wektorowej zalezy od drogi cal-
kowania C'.

Odsytamy czytelnika do rozdziatu drugiego, w ktérym postugujemy
sie wspolrzednymi krzywoliniowymi.
Uwaga 1.5. Czesto warto wprowadzi¢ jako parametr w rownaniach

(7)-(9) dlugos¢ tuku s okreslong réwnaniem (6) (patrz [14]).

1.4.6 Calki powierzchniowe

W kazdym punkcie regularnym (u, v) powierzchni dwustronnej S opi-
sanej réownaniem r = r(u, v) (p. [14], [18]) mozna okresli¢ wektorowy





