Rozdzial 7
Relacje rownowaznosci

Pojecie relacji. Zalozmy, ze dany jest niepusty zbior 4 oraz wlasnosé
W, ktora moga mie¢ niektore elementy zbioru 4. Wlasnos¢ W
wyznacza pewien podzbior W, zbioru A, ztozony z tych jego
elementow, ktore maja wlasno$¢ W:

W, ={ae A:a ma wlasnos¢ W }
Przyktad 1
Niech 4= N, liczba a ma wlasnos¢ W, gdy jest podzielna
przez 5. Wowczas W 4 ={5,10,15,20,...}

Niech teraz zbior A bedzie iloczynem kartezjanskim niepustych
zbioré6w X1 Y, tzn. A= X xY . Elementami zbioru 4 sa wigc pary
uporzadkowane (x,y)takie, z2 xe X i yeY. Wlasnos¢ W
dotyczy par (x,y), a zbiér W, jest podzbiorem iloczynu karte-

zjanskiego X xY . W takim przypadku wlasno§¢ W nazwiemy
relacjq dwucztonowq lub krotko: relacjq. Poniewaz kazda wta-
sno$¢ W wyznacza jednoznacznie zbior W,, wigc mozemy

przyjac nastepujace okreslenie relacji:

Relacjq w iloczynie kartezjanskim X xY nagywamy kaZdy pod-
zbior tego iloczynu.

Przy omawianiu relacji zamiast mowic ,,para (x, y) nalezy do re-
lacji R powiemy ,,x jest w relacji £z y”, co zapisujemy:

xRy
Przyktad 2
Niech X ={1,4,5}, Y ={2,3}. W zbiorze X xY okreslamy
relacje A:

R ={(x,y): x+ y jest liczba nieparzysta }
Wyznaczmy najpierw zbior X x Y .
X xY ={(1,2),(1,3),(4,2),(4,3),(5,2),(5,3)}
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Para (1,2) nalezy do relacji A, bo 1+ 2 jest liczba nieparzy-
sta. Ten fakt mozemy wyrazi¢ inaczej: ,,1 jest w relacji z 2”
inapisa¢ 1 R 2.

Para (1,3) nie nalezy do relacji 7, bo 1+ 3 jest liczba parzy-
sta. Ten fakt mozemy wyrazi¢ inaczej: ,,1 nie jest w relacji
z3” inapisac ~ 1 R 3.

Mamy poza tym: ~4 R2, 4 R3, 5 R2, ~5 R3.

Zatem: R ={(1,2), (4,3),(5,2)}.

Przyktad 3
Niech X bedzie zbiorem miast w Polsce, za§ Y — zbiorem
rzek plynacych w Polsce (przynajmniej w czgsci swego bie-
gu). W zbiorze X xY okreslamy relacje R:

R ={(x,y): miasto x lezy nad rzeka y }
Wypisanie petnej relacji R byloby uciazliwe, mozemy nato-
miast orzekaé, czy konkretna para (miasto, rzeka) nalezy do
tej relacji, np.:

Warszawa A Wisla
Poznan R Warta

~ Warszawa R Warta
Sandomierz £ San
Sandomierz R Wista
~ Sandomierz R Odra
itd.

Przyktad 4
Niech X =Y =N . W zbiorze X xY okre$lamy relacje R:
R={(x,y): x|y}

(napis x|y czytamy: y dzieli si¢ przez x, tzn. x jest dzielni-
kiem y).

Wypisanie petnej relacji R byloby niemozliwe, mozemy na-
tomiast orzekac¢, czy konkretna para (x, y) nalezy do tej rela-
cji, np.:

3R6, 5R100, 2 R4, 2 R2,1R7, ~3 R5, ~5R3 itd.

Uwaga. W przypadku gdy X =Y bedziemy mowi¢ ,relacja
okreslona w zbiorze X pamigtajac, ze jest to jedynie skrot:



w istocie taka relacja jest okreslona w zbiorze X x X . Takie
relacje beda przedmiotem naszych zainteresowan w dalszym
ciagu tego rozdziatu.

Relacje zwrotne. Relacje¢ okreslong w zbiorze X nazywamy zwrotng,
gdy kazdy element zbioru X jest w relacji sam ze soba, tzn. gdy:

/\ x Rx

xeX

Przyktad 5
Niech X =N,R={(x,y): x|y}.
Relacja R jest zwrotna, gdyz kazda liczba naturalna jest

swoim dzielnikiem, tzn. /\ x|x.
xeN

Przyktad 6
Niech X =N, R={(x,y): xSyz}.

Relacja Ajest zwrotna, gdyz liczba 1 jest rowna swemu kwa-
dratowi, a pozostate liczby naturalne sa mniejsze od swych

kwadratow, tzn. /\ x< x2.

xeN
Przyktad 7
Niech X =R, R={(x,y): xﬁyz}.
Relacja R nie jest zwrotna, gdyz np.

1 (1Y 1
—>| — —-
27 \2) 4

zatem nie kazda liczba rzeczywista jest w relacji A ze soba.

Uwaga. Poréwnujac przyklady 6 i 7 zauwazamy, ze relacje okre-
$lone tym samym ,,przepisem” w rdéznych zbiorach moga
mie¢ rézne wiasnosci.

Relacje symetryczne. Relacje okreslona w zbiorze X nazywamy sy-
metryczng, gdy dla dowolnych elementow x i y tego zbioru
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z faktu, ze x jest w relacji z y wynika, ze rOwniez y jest w relacji
z x, tzn. gdy:

AN\ N (xRy = yRx)
xeX yeX

Przyktad 8
Niech X bedzie zbiorem wszystkich panstw. W zbiorze X
okreslamy relacje R':
R ={(x,y): panstwo x graniczy z panstwem y }
Relacja A jest symetryczna, gdyz z faktu, ze panstwo x grani-
czy z panstwem y wynika, ze takze panstwo y graniczy z pan-
stwem x.

Przyktad 9
Niech X =N,R={(x,y): x|y}.
Wykazemy, ze relacja R nie jest symetryczna. Zaprzeczeniem
zdania

AN\ N (xRy = yRx)
xeX yeX
jest zdanie
V V ~(xRy = yRx)
xeX yeX
réwnowazne zdaniu
V V (xRy A~yRx)
xeX yeX
Wezmy np. x =2, y=4.Mamy: 2 R4, ale~4 R2.Relacja R
nie jest symetryczna.

Relacje przechodnie. Relacje okreslong w zbiorze X nazywamy prze-
chodniq, gdy dla dowolnych elementow x, y, z nalezacych do
zbioru X z faktu, ze x jest w relacji z y i y jest w relacji z z wyni-
ka, ze rowniez x jest w relacji z z, tzn. gdy:

AN /N N[xRyAryRz) = xRz]

xeX yeX zeX
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Przyktad 10
Niech X =R, R={(x,y): x<y}
Relacja R jest przechodnia, gdyz z faktu, ze x<y i y<z

wynika, ze x < z (dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z).

Przyktad 11
Niech X bedzie zbiorem wszystkich panstw. W zbiorze X
okreslamy relacje R :

R ={(x,y): panstwo x graniczy z panstwem y }

Relacja R nie jest przechodnia, gdyz np. Polska graniczy
z Niemcami, Niemcy granicza z Francja, a Polska nie grani-
czy z Francja.

Relacje réwnowazno$ci. Relacje okreslona w zbiorze X nazywamy
relacjq rownowaznosci, gdy ta relacja jest zwrotna, symetryczna
i przechodnia.

Przyktad 11

a)

b)

W zbiorze stow wystepujacych jako hasta w ,,Stowniku

jezyka polskiego” wprowadzamy relacje:

R ={(x,y): stowo x zaczyna si¢ na t¢ sama litere, co
stowo y }.

Relacja A jest zwrotna, symetryczna i przechodnia

(sprawdz!), wigc jest relacja rownowaznosci.

W zbiorze stow wystegpujacych jako hasta w ,,Stowniku

jezyka polskiego” wprowadzamy relacje:

R ={(x,y): stowo x ma przynajmniej jedna wspoélna li-
terg ze stowem y }.

Relacja R jest zwrotna i symetryczna (sprawdz!), lecz

nie jest przechodnia (rozwaz np. stowa: x = kon, y = kot,

z = taca), wigc nie jest relacja rownowaznosci.

W zbiorze okrggdw na plaszczyznie wprowadzamy rela-

cje:

R ={(x,y): okragx ma ten sam $rodek, co okragy }.

Relacja R jest zwrotna, symetryczna i przechodnia

(sprawdz!), wigc jest relacja rownowaznosci.
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d) Niech X=R,R={(x,y): x<y}.
Relacja R jest zwrotna i przechodnia (sprawdz!), lecz nie
jest symetryczna (rozwaz np. x = 1, y = 2), wigc nie jest
relacja rownowaznosci.

Klasy abstrakcji relacji réwnowaznosci. Kazda relacja rownowazno-

74

$ci R wyznacza naturalny podziat zbioru X (w ktoérym jest okre-

$lona), na parami roztaczne podzbiory takie, ze:

- kazde dwa elementy nalezace do tego samego podzbioru sa ze
soba w relacji,

- zadne dwa elementy nalezace do réznych podzbioréw nie sa ze
soba w relacji.

Podzbiory te nazywamy klasami abstrakcji (albo klasami row-
nowaznosci) relacji R.

Przyktad 12
W zbiorze X stow wystepujacych jako hasta w ,,Stowniku je-
zyka polskiego” wprowadzamy relacje:
R ={(x,y): stowo x zaczyna si¢ na t¢ sama litere, co
stowo y }.

Relacja A jest relacja rownowazno$ci. Klasami abstrakcji tej

relacji sa zbiory stow zaczynajacych sig na t¢ sama literg:

K(a) = {abazur, alkohol, arbuz, atrament, ... },

K (b) = {baca, biedronka, bobr, byk, ... },

K(z) = {zdzbto, zrenica, zrebak, zrédto, ...}.

Zauwazmy, Z€:

— suma klas abstrakcji K(a) v K(b)U...uU K(Z) jest catym
zbiorem X,

— zadne stowo nie nalezy do dwoch klas jednoczesnie, wigc
klasy abstrakcji sq parami rozlaczne, tzn.

K@)nK(p)=0 dla a=pf

— kazde dwa stowa nalezace do tej samej klasy (a wigc za-
czynajace si¢ na t¢ sama litere) sa ze soba w relacji,

— zadne dwa slowa nalezace do réznych klas (a wiec zaczy-
najace si¢ na rozne litery) nie sa ze soba w relacji.



Przyktad 13

Zadania

Niech X =N,

R ={(x,y): x ma w zapisie dziesigtnym tyle samo cyfr co y }
Relacja R jest relacja rownowaznosci (sprawdz!). Klasami
abstrakcji tej relacji sa zbiory liczb naturalnych sktadajace sig
z tej samej liczby cyfr:

K(1)=11,2,3,..,9},

K(2)=1{10,11,12,...,99},

K(3)=1{100,101,102,...,999},

Klas abstrakcji jest nieskonczenie wiele. Przeanalizuj samo-
dzielnie ich wlasnosci.

Zadanie 1

W zbiorze X xY dana jest relacja K. Wyznaczy¢ wszystkie
pary nalezace do tej relacji.
a) X = {las, kot, osa, sos}, Y = {tor, set, lek},
R ={(x, y): stowo x ma przynajmniej jedna wspodlna lite-
re ze stowem y}
b) X = {las, kot, osa, sos}, Y = {tor, set, lek},
R ={(x,y): stowo x zaczyna sig na t¢ sama liter¢ co sto-
wo y}
¢) X = {Paryz, Monachium, Berlin},
Y = {Polska, Niemcy, Austria, Francja},
R ={(x,y): miasto x lezy w panstwie y}
d) X={,2,3}, Y={6,7,.8}, R={(x,y):x|y}
e) X=Y=N, R={(x,y):x>+y2 <10}
) X={2,58,12}, Y ={3,4,10},
R ={(x,y): liczba x ma z liczba y tylko jeden wspdlny
dzielnik}

Uwaga. Liczby naturalne x i y bedace w tej relacji nazy-
wamy liczbami wzglednie pierwszymi.
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Zadanie 2

W zbiorze X dana jest relacja R. Zbadac, czy ta relacja jest:
1) zwrotna, 2) symetryczna, 3) przechodnia, 4) relacja
réwnowaznosci.

Jezeli dana relacja jest relacja rOwnowaznosci, to wyznaczy¢

klasy abstrakc;ji tej relacji.

a) X — zbior prostych na plaszczyznie,
R ={(x, y): prosta x jest rownolegla do prostej y}

b) X — zbidr prostych na ptaszczyznie,
R ={(x,y): prosta x jest prostopadta do prostej y}

c) X — zbior prostych na plaszczyznie,
R ={(x,y): prosta x ma przynajmniej jeden punkt
wspolny z prosta y}

d) X — zbior prostych na ptaszczyznie,
R ={(x, y): prosta x ma doktadnie jeden punkt wspolny
Z prosta y}

e) X — zbior punktow na ptaszczyznie Oxy,
R ={(x,y): odlegtos¢ punktu x od poczatku uktadu jest
rowna odlegltosci punktu y od poczatku uktadu}

f) X — zbior stow w jezyku polskim,
R ={(x,y): stowo x ma tyle samo liter co stowo y}

g) X — zbior stow w jezyku polskim,
R ={(x,y): stowo x ma wspolna liter¢ ze stowem y}

h) X — zbidér mieszkancoéw Polski,
R ={(x,y): x jest ojcem y}

1) X — zbior mieszkancoéw Polski,
R ={(x,y): x jest przodkiem y}

j) X — zbior miast w Polsce,
R ={(x,y): miasto x lezy w tym samym wojewodztwie
co miasto y}

k) X — zbior wszystkich podzbioréw ustalonej ptaszczyzny,
R={(x,y):xC y

1) X — zbidr funkcji kwadratowych,
R ={(x,y): funkcja x ma tyle samo miejsc zerowych co
funkcja y}



m) X=R, R={(x,y):x<y}

n X=R, R={(x,y):x<y}

0) X =R, R={(x.)x|=|v}

P) X =R, R=1{(x,):xy>0}

Q) X=R, R={(x,»):xy>0}

r) X=R\{0}, R={(x,y):xy>0}
s) X=R, R={(x,y):x+y>0}

) X =R\ {0}, R:{(x,y);x:l}
y

W X=N, R={(xy):x|y}

V) X=N, R={(x,y):x+1=y}

w) X =R, R={(x,y):|x—y|<l}

X) X=R, R={(x,):0<x—-y<1}

y) X=N, R={(x,y):xy jestliczba parzysta}
z) X=N, R={(x,y):xy jestliczba nieparzysta}

Zadanie 3

W zbiorze X ={a,b,c,d} dana jest relacja R. Sprawdzic¢, czy
ta relacja jest: 1) zwrotna, 2) symetryczna, 3) przechod-
nia, 4) relacja rownowaznosci.

Jezeli dana relacja jest relacja rownowaznosci, to wyznaczy¢

klasy abstrakc;ji tej relacji.

a) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(a,d),(c,a),(c,d),

(d,a),(d,c)}

b) R={(a,a),(b,b),(c,0),(d,d),(a,b),(b,a),(b,c),(c,b)}

¢) R={(a,a),(b,b),(d,d),(b,c),(c,b),(c,d),(d,c)}

d) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(b,c),(c,D)}

e) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,c),(c,d),(a,d)}

f) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,a),(c,d),(d,c)}

8) R ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,c),(c,b),(a,c),(c,a)}

h) R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d)}

) R={(a,a),(b,b)};
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) R={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,c)}
k) R ={(a,b),(a,c),(b,c),(b,d),(c,d),(d,d)}

Odpowiedzi do zadan

Zadanie 1
a) R ={(las, set), (las, lek), (kot, tor), (kot, set), (kot, lek),
(osa, tor), (osa, set), (sos, tor), sos, set)}
b) R ={(las, lek), (sos, set)}
c) R ={(Paryz, Francja), (Monachium, Niemcy), (Berlin,
Niemcy)}
d) R={{1,6),(1,7),(18),(2,6),(2,8),(3,6)}
e) R={(11),(12),(13),(21),(2,2),3,D}
f) R=1{(23),(53),(54).(8,3)}
Zadanie 2

polecenie | zwrotno$¢ | symetr. | przech. | rel. rown.
a) + + + +
b) -
c) +
d)
e)
f)

g)
h)

L+ |+
BEE:

|+ [+]+
|+ [+ ]+ ]+ + ]+

W
[

|+ |+ |+
+1

I+

o
IN—
[+ ]+
|+

!
L+ [+ [+ |+ + ]+ [+ ]|+

J’_
+

tal

N

+ |+
|+ [+ +
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polecenie | zwrotno$¢ | symetr. | przech. | rel. rown.
t) - + - -
u) + - + -
v) - - - -
W) + + — —
X) + — — -
) - + - -
Z) - + + -

Klasy abstrakcji:

a) Jest nieskonczenie wiele klas, do tej samej klasy naleza
proste o tym samym kierunku.

e) Jest nieskonczenie wiele klas, do tej samej klasy naleza
punkty potozone na ustalonym okregu o $rodku w po-
czatku uktadu i dowolnym promieniu. Oprocz tego jest
jedna klasa jednoelementowa sktadajaca si¢ wylacznie
z punktu (0, 0).

f) Jedna klasg tworza wszystkie stowa jednoliterowe, kolej-
na — wszystkie stowa dwuliterowe, kolejng — trzyliterowe
itd.

j) Jest 16 klas, do tej samej klasy naleza wszystkie miasta
lezace w ustalonym wojewodztwie.

1) Sa trzy klasy: do pierwszej naleza wszystkie funkcje

kwadratowe o wyrozniku ujemnym, do drugiej — o wy-
rézniku rownym zero, a do trzeciej — o wyrdzniku dodat-
nim.

o) Jest nieskonczenie wiele klas, jedna z nich jest jednoele-

r)

mentowa: { 0 }, a pozostate sa dwuelementowe i skltadaja
si¢ z liczb przeciwnych np. {3,—-3}, {7r,—7},....

Sa dwie klasy: do jednej naleza wszystkie liczby ujemne,
a do drugiej — wszystkie liczby dodatnie.
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Zadanie 3

polecenie | zwrotno$¢ | symetr. przech. | rel. rown.

a) + + + +
b) + + - -
9] - + - -
d) + + + +
e) + - + -
f) + + + +
g) - + + -
h) + + + +
1) - + + —
i + - -

k) - - + -

Klasy abstrakcji:

a) Ky ={b}, Ky ={a,c,d}

d) Ky =ia}, Ky =1ib,c}, K3 =1{d}

f) Kl :{a,b}, KZ :{C,d}
h) Ky ={a}, Ky ={b}, K3 ={c}, K4 ={d}






